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Modelovanie sezénnosti Gspor domacnosti
stavovymi modelmi

Dusan MARCEK*

Uvod

Prevazna Cast’ ekonometrického modelovania sa zaobera opisom makroeko-

nomickych procesov. Kvantifikacia tychto modelov je zaloZena na datach s ro¢-
nou periodicitou. Je to pochopitelné, lebo kvantifikdcia modelov z dat s rocnou
periodicitou je jednoduchsia, nevyzaduje zohl'adiiovat’ sezénnost’. Sezdnnost’ je
typicka pre ekonomické procesy, ktoré prebiehaju, a data o nich evidované su
s periodicitou mensSou nez jeden rok. Vyrovnat sa so sezénostou v ekonometric-
kych modeloch predstavuje zlozity problém. Jedno rieSenie v tomto vyrovnani
so sezonnostou v modelovani finanénych trhov, napriklad pri modelovani volati-
lity finan¢nych aktiv s vyuzitim vysokofrekvenénych dat, je naznacené v [3]. Ce-
ly proces modelovania sa transformuje do inej sustavy s premenlivou (z huste-
nou alebo rozsirenou) postupnostou casovych peridd, tzv. operaéného Casu.
Vsetky vypocty spojené s kvantifikdciou a so Statistickym overovanim modelu
sa vykonaju na baze nového opera¢ného casu. Transformaciou fyzického Casu
do opera¢ného Casu sa sice odstraiuji sezonne efekty v ramci jednotlivych pe-
ridd, ale vznikaju nové, neziaduce efekty tykajice sa poruSenia Standardnych
predpokladov o ndhodnych zloZzkéch rovnic modelu. Ide v podstate o riedenie,
v ktorom sa fakticky eliminuje, odfiltruje, a teda nemodeluje sezonnost’ casové-
ho radu.
Dalsia moznost transformovania ¢asového radu zatazeného sezénnostou je
vytvorenie ¢asového radu kizavych saétov. V ekonometrickych modeloch sa tato
moznost’ neda prakticky vyuzit. Vytvaranim ¢asovych radov kizachh suctov sa
jednak znizuje pocet pozorovani, ale hlavne sa deformuju zavislosti v Struktir-
nych modeloch. Prakticky je znemoznena jeho analyticka $pecifikécia. Ina, kla-
sickd moznost' zohladnenia sezoénnosti, ktoru poskytuje Statistika, je priame
zakomponovanie sezénnej zlozky (konStantnej alebo proporcionéalnej k trendu)
do ekonometrického modelu. V tomto rieSeni nastavaju problémy s kvanti-
fikaciou ekonometrickych modelov, predovsetkym ak ide o viacrovnicovy mo-
del. Z tohto dovodu uvedené modely nenasli v praxi SirSie uplatnenie.

* prof. Ing. Dusan MARCEK, CSc., Zilinské univerzita, Fakulta riadenia a informatiky, Ka-
tedra makro a mikroekonomiky, Moyzesova 20, 010 26 Zilina
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Na rie§enie problému sezénnosti v ekonometrickom modelovani, t. j. pri Spe-
cifikacii premennych, navrhovani funkénych tvarov a pri jeho rieSeni, t. j. pri
odhade hodnét endogénnych premennych, mozno vyuzit' Kalmanov filter. Kal-
manovou filtrdciou sa rozumie identifikaény pristup, ktory sa pouziva na zisto-
vanie stavovych premennych procesov [1]. UkaZeme, ze odhady hodn6t veli€in
modelu mozZno ziskat’ pomocou Kalmanovych rekurzii. V nasich podmienkach
je na odhad hodnét veli¢in ekonometrického modelu znama praca [5], v ktorej sa
opisuje proces vyvoja inflacie. Aplikdcia Kalmanovych rekurzii je podmienena
zapisom modelu v tzv. stavovej forme jednotlivych Struktarnych rovnic modelu.

V ramci prispevku postupne rozoberieme definiciu vSeobecnej stavovej for-
my Struktirnych modelov. Ukazeme, ako je mozné zakomponovat’ do modelu
sezénost’ veli€in. V druhej Casti uvedieme formuly Kalmanovych rekurzii. V tre-
tej Casti sa budeme zaoberat' predikciami stavovych modelov, vo Stvrtej Casti
ilustrujeme Kalmanove rekurzie na odhad uspor obyvatel'stva, a nakoniec porov-
name presnost’ tychto odhadov s klasickym Statistickym pristupom.

1. VSeobecna reprezentacia struktirnych modelov v stavovej forme
— modely so sezénnou zlozkou

V d’alSej Casti sa budeme zaoberat’ modelmi diskrétnych ¢asovych radov, kto-
ré mozno vyjadrit’ v tzv. linearnej stavovej forme. Rozvinuta reprezentacia sta-
vovej formy modelu je opisana vzt'ahmi v tvare

Y,=G, X, + W, (2)
X =FX.,+V, (3)

kde Y, je vektor alebo skalar tvoreny pozorovaniami vystupnych premennych
(vystupu) skimaného procesu; {Y;} je zavisly od iného procesu {X;}; X, je sta-
vovy vektor systému v ¢ase ¢. Linearny proces {X;} je opisany rovnicou (2). F,
a G,su zname &asové postupnosti matic alebo vektorov, ktoré mézu, ale nemusia
zavisiet’ od Casu ¢. Predpoklada sa, Ze prvky matice F dimenzie (v x v) a matice
G dimenzie (w x v), kde v oznaluje pocet stavovych premennych, w oznacuje
pocet vystupnych premennych, si zname. Ziskaju sa spravidla na zdklade mate-
maticko-$tatistickej analyzy procesu. W,, V, su nezavislé gaussovské nahodné
veli¢iny s nulovou strednou hodnotou a so zndmymi kovarianénymi maticami
E(W,W,)=R, E(V,V))=Q, kde {R} je postupnost’ matic dimnezie (w X w),
{Qs} je postupnost’ matic dimnezie(v x v), pre ¢t = 1, 2, ... Rovnicu (3) mozno
d’alej zovSeobecnit’ tak, aby na jej pravej strane bol zahrnuty ¢len Hu,, kde H, je
dana postupnost’ matic parametrov exogénnych premennych, u, je vektor Specifi-
kovanych exogénnych vstupnych premennych, ktoré ovplyviiuju proces {X;}
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v ase t=1, 2, ... V tomto pripade vyvoj stavovej veli¢iny X, — vektora dimenzie
(vx 1) systému v Case ¢ namiesto tvaru (3) bude mat’ tvar
X =F /X, +Hu,+V,
V d’alSom texte budeme kvoli jednoduchosti predpokladat’, Ze matice, F,, G,,
R,, Q, nebudt zavisiet’ od Casu .
Z rovnice (2) vyplyva, Ze pozorovania procesu {Y,} st funkciou, Xg, Vi, V3,
vy Vega Wyt .

Y=g Wo, Vi, Vay ooty Vi, W)
a vyvoj stavovej veli¢iny {X,} je funkciou Xg, V{,V3y ooy Viopy . ]
Y=/ (Xos Vis V2 ooy Vi)

Reprezentacia stavovej formy modelu podla rovnic (2) a (3) je vel'mi jedno-
duchd. Podl'a nej napriklad vyvoj {Y4} je determinovany procesom {X,} opisa-
nym rovnicou (2). Struktirny tvar modelu &asového radu umoziuje explicitné
zohl'adnenie sezdnnej zlozky modelov ¢asovych radov ekonomickych veliéin.
V d’alSej Casti ukdZeme na prikladoch zapisy niektorych jednoduchych Struktur-
nych modelov ekonomickych procesov so sezénnou zlozkou v reprezentécii sta-
vovej formy.

Reprezentantom tychto modelov méze byt model lokdlne linedrneho trendu
so sezénnou zlozkou, bud’'s konStantnou sezénnost'ou, alebo s proporcionalnou
sezonnostou. Ukazeme ich vychodiskové (formulaéné) tvary a tvary v stavovej
forme, ¢im priblizime ich vyznam a ukazeme pouZitie zavedenej symboliky.

Model lokdlne linearneho trendu s konStantnou sezonnost’ou

Jeho jeden mozny tvar je

Ve =X+ X, 4

X =X Y, %)
s-1

fa = D ©)

V prvej rovnici (4) je vystupnd premenna y, modelovana suétom trendove;
zloZky (stavova premenna x, ;) a sezénnej zlozky s konStantnou sezdénnost’ou
X, 2. Obidve stavové premenné s opisané vlastnym vyvojovym modelom. Lokal-
ny kons$tantny trend (druhd rovnica) je stochasticky proces s ndhodnou zlozkou
v O hodnote rozptylu nédhodnej zlozky v, nemame Ziadne apriérne informacie.
Budeme ju povazovat za jeden z parametrov stavovej reprezentacie modelu, kto-
ry treba Statisticky odhadnut. O sezdénnom vplyve sa predpoklada, Ze pdsobi
v ramci roka, t. j. vramci s sezén s kompezacnym ucinkom vramci s sezdn.
Rovnica (6) vyjadruje tento predpoklad (pozri [2]).
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Model m4 spolu s stavovych premennych x; 1, X, 2, X1, 2, Xt2, 250-r Xios1, 2
a jednu vystupni premennut y,, z ¢oho vyplyva v =s, w = 1. MéZeme stanovit’
rozmery matic X, Y, F, G, R a Q na kon$trukciu linedrneho trendu so sezdénnou
zlozkou v stavovej forme. MoZny tvar modelu v stavovej forme (2) a (3) pre
s=4je

Y= G X, +W,
X1
X2
$=[1100] +0
Xi-1, 2
Xt-2,2 |
X[ = F XI—] + Vi
% —xt—l,l | v,
1 000
%12 Xio1,2 0
=10 -1-1-1 e
Xi-1,2 01 00 X122 0
| Xt-2,2 | | X1-3,2 | 0
_ql
0 0 ,
Q= ;R=Ug=0, kde q; = o,
0 0
i 0

Vsetky uvedené Strukturne modely maji parametre reprezentované prvka-
mi prenosovej matice F a matice G rovné 1, —1 alebo 0. St zndme priamo uZ pri
formulécii Struktarnych modelov. VSeobecne prvky matice F vyjadruji intenzitu
vzt'ahov medzi jednotlivymi stavovymi veli¢inami, medzi stavovymi veli¢inami
a vystupnou veli¢inou, prip. exogénnymi veli¢inami. Ich hodnoty sa spravidla
odhaduju pomocou vhodnych Statistickych, resp. ekonometrickych metod.

Model lokdlne linedrneho trendu s proporciondlnou sezonnost’ou

Struktirny tvar modelu je obdobou modelu s konstantnou sezénnost'ou, s tym
rozdielom, Ze jeho sezénna zlozka je vyjadrend proporcionalne k urovni trendo-
vej zlozky v kazdom pozorovani. Jeho tvar je

Ve =x,,l+x,,2/x,,, (7)

X, =X TV, (8)

(.
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s-1
x/,z/xr,l = ‘Elxx—j,z/xz-j,l 9)

Citatel' sa méze analdgiou lahko presvedéit, ze v modeloch (7) az (9) v ich
Struktirnej stavovej forme pre s = 4 budt jednotlivé matice mat’ tvar

X, = [xt,l=xt,2/x1,l’xt—l,2/xt—l,l’xt—2,2/x1—2,1]; G=[1100]

U
. — 2 . —
X = [xl——l,l s X112 /xl—l,l s X122 /xt—2,l s X132 /x,_“] ;q=0,; R=0

9 1000
0 0-1-1-1
Q= 0 ; F=
0 0 0100
0 0010

2. Kalmanove rekurzie a pociatocné hodnoty Kalmanovho filtra

Zakladnou ulohou Kalmanovych rekurzii, ktoré st spojené so stavovymi
formami modelov (2), (3), je urCenie najlepsich — v zmysle minimalnej stredne;j
stvorcovej chyby — linearnych odhadov pozorovanych hodnét stavového vektora
X, na baze dostupnych informacii z pozorovani vystupnej veli¢iny Y,. RieSenia
pre odhady stavového vektora X, na zaklade dostupnej informaénej mnoziny /,
obsahujucej pozorovania veli¢iny Y, az do periédy ¢ sa nazyvaju Kalmanove
rekurzie. Kalmanovymi rekurziami sa riesi: (a) filtracny problém (Kalmanova
filtracia), (b) problém vyrovnavania hodnét stavového vektora X, (smoothing
problem — Kalmanove vyrovnavanie), (c) Kalmanova predikcia. V stlade s [3]
rieSenie uvedenych troch problémov Kalmanovymi rekurziami d’alej opiSeme.

Kalmanova filtrdacia. Kalmanovou filtraciou sa riesi odhad hodnét stavového
vektora X, a strednej kvadratickej chyby odhadu na zaklade informa¢nej mnozi-
ny. Oznaéme ¢as pozorovania pismenom r, najlepsi linearny estimator hodnot
stavového vektora X, zaloZzeného na informacnej mnoZine pozorovani endogén-
nej veliCiny az do ¢asu a vratane Casu r. Ozna¢me d’alej strednu hodnotu Stvor-

covej chyby odhadu (kovarianéni maticu) Pq,- = E[(X, - X ilp XX, - /\A,z|,-) } :

Potom odhady hodnét stavového vektora a ich kovarianénych matic st dané

Xlll :Xllf—l +K1(},1 _Glell—l) (10)
X1+l|t = FI+IX:|1 (11)
Py =Py —K G By (12)
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t+1|t Ql+1 + Ft+lPr|1‘FI,+l (13)

kde

K =P, ,G'(G Py, G'+ R, )" (14)
je tzv. matica zosilnenia. Rovnicami (10) az (13) sa odhaduji hodnoty stavového
vektora X, a kovarianénou maticou chyby odhadu P, rekurzivne, az matica K,
konverguje ku kons$tantnej hodnote. Vidime, Ze pre Kalmanovu filtrdciu musia
byt zndme matice G, F modelu (2), (3), pociatoény odhad matic Py, R, Q a data

vystupu y. v
Kalmanove vyrovndvanie. Kalmanov filter poskytuje odhady hodnét stavo-
vej veli€iny Xy, v €ase t na zdklade informaécii z pozorovani veliéiny ¥, aZ do
Casu . Len o su k dispozicii d’alsie (dodatoéné) informacie, t. j. {¥,.;}, i =1, 2,
., ¥, odhad X, mozno zlep$it’ zohl'adnenim tychto dodatonych informacii. Kal-
manove vyrovnavanie poskytuje procediry na ziskanie odhadu X, na zaklade

informac¢nej mnoziny I, kde 7> ¢. Je dané nasledujticimi rekurentnymi vzt'ahmi

)"(,IT = )"(! ] (X,HIT ~f(,+,l,) (15)

Pz|r = Pr]r +J; Pz+1|r Pt+l|[ ' (16)
kde

J, = B Fu P, (17

Na to, aby sa ziskali vyrovnané hodnoty X qr @ Pyr rekurziami (15) a (16),
musi sa najskér vykonat’ Kalmanova filtracia na ziskanie hodnét X 4 a Py, €0
vyZaduje zadanie po€iatoénych hodnét matic G, F, P, R, Q a data y.

Kalmanova predikcia. Kalmanovymi predikénymi procedirami sa vypodita-
ju budtce hodnoty stavového vektora, t. j. vypocita sa X,.,, 7> 0, zaloZené na
aktualnej (stcasnej) informacnej mnozine /,. Odhad tychto hodnét je dany

Xl+r|t = Ft+rX1+r—l|t (18)
a kovarian¢na matica
Pt+r]1 Ft+r t+7— 1[1 r+r + Ql+r (19)

Na ziskanie predikénych hodnot (X r+ds Preqey vekurzivne vyrazy (18) a (19)
zaCinaju vypocet s hodnotami {X,.,;, P4}, ktoré sa ziskaju z Kalmanovej fil-
tracie. Ak su vypocitané pxedlkcne hodnoty {X,+ 4t} potom z vyrazu (1) je mozné
ziskat’ aj predikéné hodnoty 7 r+¢ ako

A

Yz+r]t = Gt+rXt+r[1 (20)
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a varianént maticu 2. 4 strednych kvadratickych chyb tychto predpovedi
Zz+r|/ = El:(Y’”I’ - Yz+r]/ XY/+r[z - Yt+r|r) :I = G1+rP1+r[pGll+r + Rr+r (21)

Vsetky Kalmanove rekurzie, t. j. filtracia, vyrovnavanie a predikcia vyuZzi-
vaju rekurzivne procediry Kalmanovho filtra, dané rovnicami (10) az (13).
Rovnica (10) Kalmanovho filtra vyZaduje znalost’ po¢iatoénych hodnoét stavové-
ho vektora X q-1 @ kovarian¢nej matice Py.;. Na rieSenie tychto po€iato¢nych
hodnét bolo navrhnutych niekol’ko spdsobov. Jeden zo spdsobov vyuziva infor-
macie z pozorovani vystupnej premennej Y, Stavovy vektor X, je stipcovy vek-
tor obsahujuci v prvkov. Na odhad pociatoénych hodnét vsetkych v prvkov sta-
vového vektora X+, a na inicializdciu matice P, sa mdZe pouzit prvych
v ¢lenov zo vstupu Y, a potom hodnoty Xy a Pysyy vypolitat’ z Kalmanovej
filtracie.

3. Odhad rozptylov struktirneho modelu a predikcia

Na vypocet budicich hodnot stavovych premennych X, a na aplikaciu Kal--
manovho filtra vébec, ako to vyplyva z vyrazov pre Kalmanove rekurzie, t. j.
aby sme ich mohli vykonat’ pomocou rekurzivnych Kalmanovych procedur, je

nevyhnutné znalost’ po¢iato¢nych hodnét stavového vektora X 110 @ kovarian¢ne;j
matice Pjp. V predchidzajicej Casti sme uviedli, Ze ich poCiatoény odhad je
mozné vykonat’ Kalmanovym filtrom z prvych v hodndt vystupu Y,. Na odhad
pociatoénych hodndt matice P je nevyhnutné numericky $pecifikovat’ matice
Q a R, ktoré obsahuju v hlavnej diagonale rozptyly ndhodnych zloZiek stavové-
ho modelu. Pociato¢ny odhad kovarianénej matice Py je preto aj funkciou roz-
ptylov vystupujicich v maticiach Q a R. Aby bol problém pociatoéného odhadu
matice P,jp mozny, musi byt’ eSte predtym vyrieSena otdzka odhadu numerickych
hodnét rozptylov ndhodnych zloziek stavového modelu.

Jedno mozné rieSenie odhadu rozptylov nahodnych zloziek stavového mo-
delu je zalozené na predpoklade, ze existuje vychodiskova predstava o ich hod-
notach, t. j. rozptyly st a priori zname. RieSenie je vhodné v simulovanych tech-
nickych procesoch, na zaklade ktorych chceme skumat’ spravanie ur€itej pre-
mennej v roznych situdcidch. V d’alSej Casti sa vSak sustredime na sposob odha-
du rozptylov stavového modelu z dat vystupu Y, tak, aby tieto odhady zarucovali
maximalnu vierohodnost’ stavového modelu.

Uvazujme stavovy model dany rovnicami (2) a (3) s parametrami danymi
maticami F, G, Q, R. Ako sme uz uviedli a na prikladoch ilustrovali, parametre,
ktoré stoja pri stavovych premennych, musia byt vopred zndme. Matica Q je
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symetricka dimenzia (v x v). Na hlavnej diagonale obsahuje hodnoty rozptylov
nahodnych zlozZiek stavovych rovnic. Na zjednodusenie oznaéme tieto prvky ako
q1, g2, ... Napriklad v modeli danom rovnicami (4) aZ (6) bude: g = &%,. Analo-
gicky oznaéme rozptyl nahodnej zlozky pozorovaného procesu o?, = r; = 0.
Vidime, Ze Struktirny model je kompletne parametrizovany parametrami matic
F, G, Q, R. Vsetky ich komponenty zhromaZzdime do vektora, ktory oznacime ©.

Funkciu vierohodnosti pozorovani {Y;, Y3, ..., ¥y} je moZné jednoducho na-
pisat’ ako
N
L(H;},]:’Yzﬁ""aYN)= Hl:lN(Ytlr—l’ztlt—l) (22)
kde

Z,|,_,=E( |11XY IH)}

Logaritmus funkcie vierohodnosti (22) je

2 bl (Y Y,,,),Z,I,,(Y Y|,,)+konst (23)

InL(6;Y,,Y,,...Y, ) = —é—ﬁln
t=1

Vo vyraze pre logaritmus funkcie vierohodnosti (23) st sumaéné limity od
1 do N. Ak sa prvych v hodn6t pouzije na inicializiciu premennych pre Kalma-
nove rekurzie, dolné limity sumacii v (23) musia byt upravené na hodnotu
t=v+ 1. Potom InL je podmieneny InZ, a to podmieneny fixovanymi hodnotami
vstupovYyy, ya, ooy Yy

Postavenim prvych derivéacii zdpornej funkcie (23) podla g1, g2, ... a 7| rov-
nych nule sa ziskaji rovnice sustavy, z ktorych mozno ur€it’ maximalne viero-
hodné estimatory rozptylov §,, g, ,...a 7. '

Ako sme uviedli v predchadzajtcich ¢astiach, odhadova metéda ML je citlivd
na podiato¢né hodnoty, ¢o sa prejavuje v konvergencii alebo nekonvergencii
metédy, resp. vo vypoétovej zloZitosti a rychlosti odhadu. Ulohy tohto typu sa
nedaju redlne riesit’ bez pouzitia pocitaca a vhodného Statistického softvéru.

Ak su vypocitané hodnoty rozptylov ¢, qa,... a r;, mézu sa na zéklade nich
spresnit’ odhady pociatoénych hodnét stavového vektora X q-1 @ kovarianénej
matice Pjp a potom prostrednictvom nich spresnit’ vystupy aplikovanim Kalma-
novych rekurzii.

4. Modelovanie tuspor obyvatel'stva

Na ilustraciu aplikcie stavového modelu a Kalmanovej filtracie v ekonomi-
ke uvazujme ¢asovy rad Stvrtroénych dat za roky 1961-1966 tspor obyvatel'stva
v Statnej sporitelni, vyjadrenych v 10 mil. Ké&s [2]. Oznadme tieto pozorovania



¢asového radu symbolom y, pre =1, 2, ..., N, kde N je celkovy pocet pozorova-
ni a N = 24. Vyvoj asového radu tspor obyvatel'stva y, je graficky znazorneny
na obrazku 1.

Obrédzok 1

Vyvoj tispor obyvatel’stva y, ako funkcia ¢asu
uspory

600

550

500

450

400 ; :

250 .\)

Z obrazku 1 je vidiet, ze ¢asovy rad {y,} vykazuje v jednotlivych rokoch sys-
tematické vykyvy, priCom v jednotlivych rokoch ma vzostupni tendenciu.
Z tychto zisteni sa rozhodneme, Ze ¢asovy rad budeme modelovat’ lokalne line-
arnym trendom so sezénnou zlozkou v tvare rovnic (4) az (6).

O hodnote rozptylu ndhodnej zlozky v, nemame Ziadne apriérne informacie.
Budeme ju povazovat’ za jeden zparametrov stavového modelu, ktory treba
Statisticky odhadnut’.

Ak je model napisany v stavovej forme so Specifikovanymi prvkami preno-
sovej matice F, pomocou Kalmanovych rekurzii mézeme odvodit’ (generovat)
hodnoty stavovych premennych lokalne linearneho trendu x,; a sezénnej zlozky
X2, pripadne generovat’ ich budiice hodnoty.

Proces generovania hodndt stavovych premennych, prip. predikcia ich hodnét
sa vykondva postupne procedurami, ktoré sme pomenovali ako Kalmanova fil-
tracia, vyrovndvanie a predikcia. Predtym neZ prikro¢ime k vykonaniu tychto
procedur, musime ur¢it’ po¢iatoéné hodnoty stavového vektora X 1j0 @ kovarianc-
nej matice Py.

Pociatocné hodnoty vektora X 1o @ matice Py uréime z prvych v = 4 hodnét
pozorovani vystupu Kalmanovou filtraciou pomocou vyrazov (10) az (14) pre
X i1 Odhad potiatoénych hodnét vektora X ey, = [378.75 145.25 —69.75
—61.75]" a matice P,y je: :
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1.875 0.0625 -0.875 -0.125
0.0625 0.875 -0.625 -0.375
-0.875 -0.625 0.875 0.125
-0.125 -0.375  0.125 0.375

Puly =q,

Vidime, Ze poc¢iatoéné hodnoty P,.y, st funkciou nezndmeho parametra g;.
Jeho odhad néjdeme minimaliziciou funkcie logaritmu vierohodnosti (23) pre
parameter ¢, spiﬁajﬁci vzt'ahy dané maticou Py .

Aplikacia programu pre hl'adanie minima zaporného logaritmu podmienene;j
vierohodnosti pre uvedené podmienky dava rieSenie g; = 701.925.

Startovacia hodnota parametra g, na ziskanie jeho odhadu podmienenou ML
metodou bola zvolena na urovni rozptylu odchylok, ktoré boli vypoéitané apli-
kaciou metédy najmensich Stvorcov na Casovy rad ro¢nych priemerov uspor
obyvatel'stva s odhadmi parametrov z linedrneho trendu.

Aplikacia Kalmanovych rekurzii na hodnoty vystupu {¥y+1, Yy+2, .., Yorn} SO
Specifikovanymi maticami F, G, Q, R poskytne odhady
b'¢

vl|v+l ’Pv+1|v+1 }’ T

{X P X\v+22 P, }’ {Xv+2[v+l s P,

v3[v+22 7 va3|ve2? v+2|v+2 v2[v+l?

{XN+1|N ’PN+1|N ’XN|N ’PNIN}

Hodnoty odhadov stavovych premennych X n1a x 2 pret=5,6, .., 24 st
graficky znazornené na obrézkoch 2 a 3.

Obrazok 2
Grafické zobrazenie odhadu trendu X 1 Kalmanovym filtrom
e
1l
500 f
475 |
450 |
425 |

400

1.5 V 10 1.5 15 17.5 20 £1.5 &% t
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Obrazok 3

Grafické zobrazenie odhadu sezénnej zlozky X ,, Kalmanovym filtrom

L)

150
100

S0

7.5 o 1p.5 )15 |17, t 5 214t
-50

Analogicky aplikaciou rekurzivnych procedir Kalmanovho vyrovnavania

ziskame vyrovnané hodnoty stavovych premennych X K X 2. Ich graficky
priebeh je zobrazeny na obrdzkoch 4 a 5.

Obrazok 4
Grafické zobrazenie vyrovnanych hodnét trendu X ,; — Kalmanove vyrovnivanie
i
/'5-:.1
520 f
500
w0 f
460
440
420
w00}
2.5 Y10 125 15 1.5 s 2t.5 it
Obrazok 5
Grafické zobrazenie vyrovnanych hodnét sezonnej zlozky X +2» — Kalmanove vyrovniavanie
Af’
t.2
100

s

=3

K.s] U.sw.&u (u t

[}
<«
<



936

Nakoniec sa aplikaciou procedir Kalmanovej predikcie gre horizont 7 = 4

ziskaju hodnoty odhadov stavovych premennych X P,

XN+1|N PENHN P
it

- +r|N’PN+r] ¥ } Predikované hodnoty trendu {)2' N+t|N,1v‘ a sezoénnej zlozky

A 4

X Nee¥.1 } su graficky znazornené na obrazkoch 6 a 7.

Obrazok 6
"Grafické zobrazenie predikovanych hodndt trendu Xy, v, — Kalmanova predikcia
XN+rlN.l

S0
S00

480

420
400}
v

10 15 20 £5 t

Obrazok 7

Grafické zobrazenie predikovanych hodnot sezénnej zlozZky Xy.qv » — Kalmanova predikeia

-

Nr| 72

10

=3
T
P .=
—

-3

-
=
Q.
+
fios

Odhady pociatoénych hodnét stavového vektora 5(1|0 kovarian¢nej matice
P, odhad rozptylu podmienenou metédou ML, realiziciu Kalmanovych rekur-
zii a grafické zobrazenie vyvoja odhadnutych stavovych premennych sme vyko-
nali pomocou softvéru Mathematica [6].
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5. Zhodnotenie a zaver

Zaujimava je presnost’ vyrovnania Kalmanovymi rekurziami. Vypo€itany in-
dex determindcie Kalmanovymi rekurziami zo stavovej reprezentacie modelu je
R? = 0.99998, &o je o malo lepsi vysledok (prakticky sa priblizuje k funk&nej
zavislosti), ako poskytuje klasicky Statisticky model podl'a [2] v tvare

w=D+S8+¢g pret=1,2,..,24 (24)

podl'a ktorého index determinécie R? = 0.998328. V modeli (24) D, vyjadruje
deterministicku Cast’ schémy, S; je sezénny alebo oscilaény komponent schémy
a & je chybovy, poruchovy alebo ndhodny komponent schémy.

Sezénny komponent S, bol zvoleny za predpokladu, ze jeho vplyv v kazdom
jednotlivom Stvrtroku vo vSetkych rokoch mé rovnaky uéinok. V ddsledku toho,
napriklad v j-tom Stvrtroku kazdého roka, jeho hodnoty pre jednotlivé Stvrtroky
su b, j=1, 2,3, 4. Mozno ho teda interpretovat’ ako sezénny vykyv charakteris-
ticky pre j-tu sezonu. Hodnoty vykyvov modelovanej veli¢iny v jednotlivych
sezonach b;, j = 1, 2, 3, 4 moZno taktiez povazovat’ za parametre stojace pri
umelych premennych x,= ( xy X2 X3 Xu), ¢ = 1, 2, ..., 24 s hodnotami

x;=1pret=j+4k

kde
j =1,2,3,4
k =0,1,2,..5
x; =0 inak

Na zaver k modelom stavovych premennych ukédzeme pre tento priklad vy-
tvorenie Strukturneho modelu lokélne linedrneho trendu, ale s proporcionalnou
sezonnost'ou pre ¢asovy rad tspor obyvatel'stva {y,} [4]. Model je dany rovni-
cami (7) az (9).

Kalmanovymi rekurziami ziskame rovnaké hodnoty odhadov stavovych pre-
mennych (trendu a sezénnej zlozky) ako v modeli s konStantnou sezénnostou. Je
to preto, lebo vyrazy pre Kalmanove rekurzie su zavislé len od po&iatoénych
hodnét X,, P, danych hodnotami vystupov yy, ya, ...,)» a len od matic F, G, Q, R.
Tie su v obidvoch pripadoch rovnaké. Kalmanovymi filtrdciami, na zéklade
tychto pociatoénych podmienok, sa v kazdom iteraénom kroku vypoditaju nové
hodnoty parametrov tychto matic, t. j. ide o odhad ¢asovo premenlivych (dyna-
mickych) parametrov, vzhladom na ziskavanie odhadov hodnét stavovych pre-
mennych s miniméalnou strednou §tvorcovou chybou.

Vcelku mozno pouzitie stavovych foriem modelov s rieSenim Kalmanovymi
rekurziami pre modelovanie a predikciu vyvoja ispor obyvatel'stva hodnotit’ ako
velmi dobré. Dokaz o tom poskytuje miera determinacie a jej porovnanie
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s hodnotou alternativneho modelu, v naSom pripade aditivneho modelu s deter-
ministickou a sezénnou zlozkou. Takéto porovnavacie kritérium je vel'mi prisne.
Dobré vysledky aplikécie stavovej formy modelu a jeho rie§enia Kalmanovymi
rekurziami sa ziskali aj pri modelovani inflicie v Ceskej republike pre Zasové
rady s mesacnou periodicitou [5].

Doslo 4.5.2001
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SEASONALITY MODELLING OF TIME AND SAVINGS DEPOSITS OF
HOUSEHOLDS BY STATE- SPACE MODELS

Dugan MARCEK

Lots of econometric models discussed in the literature are the models that contain
trend and error components only. We now present the method seldom used for modelling
trend (deterministic component), seasonal and error component using the dynamic mod-
els in state-space form. Model parameters are time varying Their development is es-
timeted adaptively by the Kalman recursions. In recent years quantitative systems based
on the state-space representation have been used.

Based on the fact that economic and financial time series of quarterly and monthly or
high frequency data contain seasonality, we do not take the seasonality into account,
because the econometric model and forecasting method become only second best.
A widely used method to incorporate the seasonality into the econometric models is the
approach known as the decomposition method.
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Unfortunately, the decomposition method has some disadvantage. The decomposition
method is basically intuitive and there are a number of theoretical weaknesses in this
approach and in estimating model parameters. State-space representation and the associ-
ated Kalman recursions have had a profound impact on time series modelling and many
related areas.

In this paper we investigate the application of state-space models and the Kalman
recursions to quarterly time and savings deposits of households forecasting and stress of
the problems encountered with this modelling technique. The time and savings deposits
of households is a model with a quarterly time step. Original data are quarterly time se-
ries providing a total of 24 observations (see [2]).

For this data, we can express the underlying model in the version with the local linear
trend and constant seasonality by the following model equations system

Yy =X T X

Xe 1 = X1 vV

s-1
X2 = _Z]xz-j,z
=

where v, is the white noise variable with zero mean and ¢?, variance. The first equation is
a transition equation. By third equation is modeled seasonal component suggesting that
the seasonal component is the some any one season each year. The first two equations are
also the behavioral equations, the next equations are identities.
The above equations system can be represented in linear state-space form, i. e., the

discrete series {y,} satisfies the equations of the form

Y. =G X +W,

X, =F, X, +V,

where X, is the vx 1 vector of inputs (state) or explonatory variable (in our case
!
X, 1x0 ,xz,z,x;_n,zax;_z,z] ), vis number of inputs, ¥} is the w x 1 vector of observed

(measured) or explained variables (in our case Y, = {y,}), w is the number of outputs. W,,
V, are the v x1 or w x 1 vectors of independent Gaussian white noise variables with zero
mean and covariance matrices by £ (V,V,;)=Q,and E (W, W, ) = R, respectively.

The first state space equation defines a sequence of observations. The second one is
interpreted as describing the evolution of the state .X; of a system at time / in terms of
a known sequence of v x v matrix F,. F, G are known matrices or vector at time . Assu-
ming that the coefficients of the matrices F, G and the initial estimates of the unobservab-
le state vector X are known, one may to obtain an estimate of the state vector .X;, based on
the information of Y, available at time ¢, i. e., based on the information of Y up to Y. De-
note the current period by s. We wish to estimate the state vector X at period ¢ based on
the information at time s. Let X 4s represents the estimate of X; based on the information
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up to and including period s and Py, represents its mean square error matrix. Kalman re-
cursions find out the best linear estimate of the state vector X, based on the observations
Y, 13, ..., Y. Then the appropriate set of Kalman recursions for the estimate X, in terms of:

s = ¢t is defined as filtering recursion,

s >t is defined as the smoothing recursion, and

s <t is defined as the prediction recursion.

As mentioned earlier the first v values of data were used to calculate the starting va-
lues of X and P. To estimate the variance of the random component v, in the behavioral
equations, the log likelihood function of the state-space representation was used in the
following form

1N
InL(6;Y,,Y,,..,Y, )= —— S In
2 t=1

where ). ;—ll—l is the inverse of the error matrix ZIIH = E[(Y Yl’ 1)(Y Yl’ 1):]

1 ’
Z l|l—1 ——2—(Y )1|1 ]) lel |<Y YII ])+ const

Now assuming that the seasonal component of the state variable x,, in equation (1) is
multiplicative — the magnitude of the seasonal swing is proportional (a ratio) to the trend
x,1. We can define the version of the structural model with multiplicative seasonal
movements over time with respect to the local linear trend and constant seasonality
model by

Ye =Xt X0 0%

X1 = X0 TV

Zx

-1,- t=j,1

Similarly these equations can be represented in linear state-space form with

. \ : U
X, = [xt,l ’x1,2/xt,l s X112 /xt—l,l 2 X122 /xt—Z,I ]

U
X = [xl-l,i > X412 /xr—l,l rxl-z,z/xr—z,i s X132 /xr—s,l]

The Kalman recursions give the some estimates of the state values (trend and seasonal
component) as in the case of the model with additive seasonal movements over time. This
is because the trend x,;, seasonal component x,, and the estimations of X, X;, given y,,
V2, ., Yy 18 given by the Kalman filter. These estimations obtaining by Kalman filtering are
dependent only on the initial values of X}, P, and the known matrices F, Q, G, R only and in
this case both the information set yy, y», ..., yy and the matrices F, Q, G, R are the some.

For comparison purposes, we have generated forecast and computed the coefficient of
the determination R* for the time and savings deposits of households using the decompo-
sition method, assuming an additive model. The values of R* of the state-space models
and the Kalman recursions are slight better.



